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METODE ALTERNATIF DALAM MENCARI SOLUSI PARTIKULAR PERSAMAAN 
DIFERENSIAL BIASA NON HOMOGEN KOEFISIEN KONSTAN 
Alvi Yanitami, Mariatul Kiftiah, Yudhi 
INTISARI 
Solusi umum persamaan diferensial biasa non homogen koefisien konstan terdiri atas solusi homogen dan 
solusi partikular. Penelitian ini mengkaji metode alternatif untuk mencari solusi partikular persamaan 
diferensial biasa orde-𝑛 non homogen koefisien konstan, 𝑎𝑛𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1) + ⋯ + 𝑎1𝑦′ + 𝑎0𝑦 = 𝑒
𝛼𝑥𝑓(𝑥) 
dengan 𝑎𝑖 merupakan koefisien konstan dari 𝑦
(𝑖) untuk 𝑖 = 0, 1, 2, … , 𝑛, 𝑎𝑛 ≠ 0 dan 𝛼 merupakan bilangan 
riil. Metode ini dapat mencari solusi partikular tanpa harus memperhatikan bentuk umum solusi homogen. 
Pembahasan pada penelitian dibagi menjadi dua kasus, yaitu kasus pertama akar-akar dari persamaan 
karakteristik tidak sama dengan 𝛼 dan kasus kedua, akar-akar dari persamaan karakteristik sama dengan 𝛼 
dengan multiplisitasnya 𝑘 (𝑘 ≥ 1). Bentuk umum solusi partikular yang diperoleh, yaitu 𝑦 = 𝑒𝛼𝑥𝑢(𝑥) dimana 
𝑢(𝑘)(𝑥) = ∑ 𝑑𝑖𝑔




Kata Kunci: persamaan diferensial biasa, solusi partikular, koefisien konstan 
PENDAHULUAN 
Persamaan diferensial merupakan persamaan yang melibatkan fungsi yang tidak diketahui beserta 
turunan-turunannya dan bergantung pada satu variabel bebas atau lebih [1]. Menurut variabel bebasnya, 
persamaan diferensial dibagi menjadi dua, yaitu persamaan diferensial biasa dengan satu variabel bebas dan 
persamaan diferensial parsial dengan dua atau lebih variabel bebas.  Persamaan diferensial biasa dapat 
dibagi menurut kelinearan, orde, dan koefisiennya.  Persamaan diferensial yang dibahas dalam penelitian 
ini adalah persamaan diferensial linear orde-𝑛 non homogen dengan koefisien konstan.  
Suatu persamaan diferensial orde-𝑛 dengan koefisien konstan secara umum dituliskan dalam bentuk 
𝑎𝑛𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1) + ⋯ + 𝑎1𝑦
, + 𝑎0𝑦 = 𝑔(𝑥),    (1) 
dengan 𝑎𝑖 adalah koefisien konstan untuk 𝑖 = 0, 1, 2, … , 𝑛, 𝑎𝑛 ≠ 0 dan 𝑔(𝑥) adalah fungsi kontinu, 
sedangkan 𝑦(𝑛) adalah turunan ke- 𝑛 dari 𝑦 terhadap 𝑥 [2]. Jika 𝑔(𝑥) = 0 maka Persamaan (1) dinamakan 
persamaan diferensial linear orde-𝑛 homogen dan jika 𝑔(𝑥) ≠ 0 maka Persamaan (1) dinamakan persamaan 
diferensial linear orde-𝑛 non homogen. 
Solusi umum persamaan diferensial biasa orde-𝑛 non homogen merupakan penjumlahan antara solusi 
homogen dan solusi partikular. Solusi homogen dicari menggunakan akar-akar persamaan  karakteristiknya, 
sedangkan untuk mencari solusi partikular melalui beberapa metode antara lain metode variasi parameter 
dan metode koefisien tak tentu.  
Secara umum untuk mencari solusi partikular dengan menggunakan metode variasi parameter dan 
metode koefisien tak tentu harus memperhatikan bentuk umum dari solusi homogen. Pada penelitian ini, 
membahas solusi partikular persamaan diferensial biasa orde-𝑛 non homogen tanpa harus memperhatikan 
bentuk umum dari solusi homogen. 
 
PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA 
Persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan diferensial yang melibatkan satu variabel bebas.
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Jika diambil 𝑦(𝑥) sebagai suatu fungsi satu variabel, dengan 𝑥 dinamakan variabel bebas dan 𝑦 dinamakan 
variabel tak bebas, maka persamaan diferensial biasa dapat dinyatakan dalam bentuk 
𝑓(𝑥, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, … , 𝑦(𝑛)) = 0.      (2) 
Persamaan (2) menyatakan bahwa terdapat hubungan antara variabel bebas 𝑥 dan variabel tak bebas 
𝑦 beserta derivatif-derivatifnya, dalam bentuk himpunan persamaan yang secara identik sama dengan nol. 
Sebuah persamaan diferensial disebut mempunyai orde-𝑛 jika orde turunan tertinggi yang terlibat adalah 𝑛, 
sedangkan jika turunan dengan orde tertinggi itu 𝑘 maka persamaan itu dinamakan persamaan diferensial 
orde-𝑘. 
Suatu persamaan diferensial biasa 𝑓(𝑥, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, … , 𝑦(𝑛)) = 0, dikatakan linear jika 𝑓 merupakan 
suatu fungsi linear dari variabel 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, … , 𝑦(𝑛), definisi yang sama juga berlaku untuk persamaan 
diferensial parsial [3]. 
Contoh 1 Persamaan diferensial biasa linear dan persamaan diferensial biasa non linear 




− 𝑦2 = 0  (persamaan diferensial biasa non linear) 
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Diberikan persamaan diferensial biasa koefisien konstanta non homogen 
∑ 𝑎𝑖𝑦
(𝑖) = 𝑓(𝑥)𝑒𝛼𝑥𝑛𝑖=0 ;  𝑓(𝑥) ≔  ∑ 𝑏𝑖𝑥
𝑖𝑚
𝑖=0      (3) 
dengan 𝑎0 = 1 dan 𝛼 adalah akar karakteristik, dan Persamaan (3) memiliki polinomial karakteristik  
𝑃(𝜆) =  ∑ 𝑎𝑖
𝑚
𝑖=0 𝜆
𝑖      (4) 
Teorema 1 [4] Misalkan (𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, … 𝑡𝑛) baris pertama dari matriks Toeplitz segitiga atas 𝐓 dan 
(𝜂1, 𝜂2, 𝜂3, … 𝜂𝑛) merupakan baris pertama dari T










𝑗=0 , untuk 𝑖 = 2,3, … , 𝑛
   (5) 
Teorema 2 [4] Diberikan persamaan diferensial biasa dengan bentuk umum 
∑ 𝑎𝑖𝑦
(𝑖)𝑛
𝑖=0 = 𝑓(𝑥),                 (6) 
(𝑓(𝑥) ≔ ∑ 𝑏𝑖𝑥
𝑖)𝑚𝑖=0  dengan 𝑎0 = 1 
maka  







1, untuk 𝑖 = 0                                
− ∑ 𝑎𝑖−𝑗𝑑𝑗, untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑚.
𝑖−1
𝑗=0
     (7) 
Teorema 3 [4] Jika 𝑦 = 𝑢(𝑥)𝑒𝛼𝑥 merupakan solusi partikular Persamaan (3) dan 𝑃(𝜆) merupakan  
Metode Alternatif dalam Mencari… 29 
 
 




𝑢(𝑖)(𝑥)𝑃(𝑖)(𝛼)𝑛𝑖=0 = 𝑓(𝑥)    (8) 
dengan 𝑃(𝑖)(𝛼) adalah turunan ke-i dari  𝑃(𝜆) saat 𝜆 = 𝛼. 
Bukti 
Diketahui  
𝑃(𝜆) =  ∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=0
𝜆𝑖 = 𝑎0 + 𝑎1 𝜆
1 + 𝑎2 𝜆
2 + 𝑎3𝜆
3 + ⋯ + 𝑎𝑛 𝜆
𝑛 
 dengan menurunkan 𝑃(𝜆) sebanyak 𝑗 kali terhadap 𝜆 sehingga diperoleh 













 𝑦 = 𝑢(𝑥)𝑒𝛼𝑥,  
maka 









𝑦(𝑖) = 𝑎0𝑦 + 𝑎1 𝑦
′ + 𝑎2 𝑦
′′ + 𝑎3𝑦
′′′ + ⋯ + 𝑎𝑛 𝑦
(𝑛). 




































terbukti bahwa Teorema (3) terpenuhi. ∎ 
 
Teorema 4 [4] Jika 𝛼 bukan akar karakteristik dari 𝑃(𝜆) =  ∑ 𝑎𝑖
𝑚
𝑖=0 𝜆
𝑖 = 0  maka 


























merupakan solusi partikular dari Persamaan (3). 
Bukti  
































dan berdasarkan Teorema 2 diperoleh 



















Lebih lanjut diperoleh 
𝑦 = 𝑒𝛼𝑥𝑢(𝑥) 





terbukti bahwa Teorema 4 terpenuhi ∎ 
Teorema 5 [4] Jika 𝛼 merupakan akar persamaan karakteristik yang memiliki multiplisitas 𝑘(𝑘 ≥ 1), maka  
𝑦 = 𝑒𝛼𝑥𝑢(𝑥) 
dengan  
𝑢(𝑘)(𝑥) = ∑ 𝑑𝑖𝑔















(𝑖 + 𝑘 − 𝑗)!




merupakan solusi partikular dari Persamaan (3). 
Bukti  
Karena 𝛼 merupakan akar persamaan karakteristik yang memiliki multiplisitas 𝑘(𝑘 ≥ 1), maka 𝑃(𝜆) dapat 
dituliskan dengan 
𝑃(𝜆) = (𝜆 − 𝛼)𝑘𝑞(𝜆), 
dan  
𝑞(𝜆) ≠ 0  
kemudian turunkan 𝑃(𝜆) sebanyak 𝑘 kali terhadap 𝜆 sehingga diperoleh 




(𝜆)[(𝜆 − 𝛼)𝑘](𝑖)𝑞(𝑘−𝑖) 
dan  
𝑃(𝑘)(𝛼) = 𝑘! 𝑞(𝛼), 




























dan berdasarkan Teorema 2 diperoleh 













(𝑖 + 𝑘 − 𝑗)!




terbukti bahwa Teorema (5) terpenuhi. ∎ 
Contoh 2 Tentukan penyelesaian partikular dari persamaan diferensial biasa 
𝑦′′ − 3𝑦′ − 4𝑦 = 3𝑥. 
Penyelesaian 







𝑦′ + 𝑦 = −
3𝑥
4
    (9) 
berdasarkan Persamaan (9) diperoleh 𝑎1 =
3
4

















selanjutnya dengan menggunakan Teorema 2 maka diperoleh 
𝑑0 = 1 





lebih lanjut diperoleh  

































Contoh 3 Tentukan penyelesaian partikular dari persamaan diferensial biasa 
𝑦(4)−5𝑦′′′ + 9𝑦′′ − 7𝑦′ + 2𝑦 = 2𝑥𝑒𝑥 












𝑦′ + 𝑦 = 𝑥𝑒𝑥    (10) 
Penyelesaian 
Perhatikan ruas kanan pada Persamaan (10) terdapat 𝑥𝑒𝑥, berdasarkan Persamaan (3) ruas kanan dapat 
ditulis 𝑓(𝑥)𝑒𝛼𝑥 = 𝑥𝑒𝑥. Maka 𝑓(𝑥) = 𝑥 dan 𝛼 merupakan nilai pangkat pada eksponensial yaitu 𝛼𝑥, 





















𝑃′′(𝜆) = 6𝜆2 − 15𝜆 + 9 
𝑃′′′(𝜆) = 12𝜆 − 15 
𝑃(4)(𝜆) = 12 
𝑃(5)(𝜆) = 0 
Karena  
𝑃(1) = 𝑃′(1) = 𝑃′′(1) = 0 
dan  
𝑃′′′(1) ≠ 0 
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selanjutnya dengan menggunakan Teorema 5 maka diperoleh 
 








Dari sini diperoleh 





= 1(−2𝑥) + 1(−2) 
= −2(𝑥 + 1) 




(𝑥4 + 4𝑥3). 






(𝑥4 + 4𝑥3)) 𝑒𝑥 . 
 
KESIMPULAN 
Berdasarkan pembahasan yang telah dipaparkan, maka dapat ditarik kesimpulan, bahwa metode 
alternatif dimulai dengan memisalkan 
𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑒𝛼𝑥 
dari bentuk umum  
𝑎𝑛𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1) + ⋯ + 𝑎1𝑦
′ + 𝑎0𝑦 = 𝑔(𝑥), 
dengan polinomial karakteristik  




Pembentukan solusi partikular dibagi dalam dua kasus, yaitu untuk kasus akar-akar dari polinomial 
karakteristik tidak sama dengan 𝛼 atau akar-akar dari polinomial karakteristik sama dengan 𝛼 dan 
multiplisitasnya 𝑘 (𝑘 ≥ 1) sehingga diperoleh solusi partikular 𝑦 = 𝑒𝛼𝑥𝑢(𝑥). 
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